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Problème 1  

Afin d’exprimer le déplacement Cδ  en C, on introduit une force auxiliaire fictive Q en C (Q 
prendra la valeur 0 par la suite) 

1. Calcul des réactions en exprimant l’équilibre des forces et des moments de force 
 
 ∑ F  : RA + RB = P + Q 
 

∑𝑀𝑀𝐴𝐴 :𝑄𝑄(
+ 𝑎𝑎) + 𝑃𝑃 

2
= 𝑅𝑅𝐵𝐵  

 
D’où  
 𝑅𝑅𝐵𝐵 = 𝑃𝑃

2
+ 𝑄𝑄 +𝑎𝑎



 
 

𝑅𝑅𝐴𝐴 =
𝑃𝑃
2
− 𝑄𝑄

𝑎𝑎


 
 

2. Energie de déformation 
 

Energie totale accumulée par le système 21 UUU +=  
 
Energie de déformation du ressort 
 

𝑈𝑈1 = 1
2
𝑅𝑅𝐵𝐵
2

𝐾𝐾
  

 
Energie de déformation 
 

𝑈𝑈2 = �
𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴
2

2𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑙𝑙/2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 + �

𝑀𝑀𝐷𝐷𝐷𝐷
2

2𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑙𝑙/2

0
𝑑𝑑𝑥𝑥 ′ + �

𝑀𝑀𝐵𝐵𝐵𝐵
2

2𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑎𝑎

0
𝑑𝑑𝑥𝑥″ 

 
Hypothèse de Castigliano 

 

𝛿𝛿𝐶𝐶 =
𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑄𝑄

�
𝑄𝑄=0

=
𝜕𝜕𝑈𝑈1
𝜕𝜕𝑄𝑄

�
𝑄𝑄=0

+
𝜕𝜕𝑈𝑈2
𝜕𝜕𝑄𝑄

�
𝑄𝑄=0

= 0 

 
où  𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑄𝑄=0

= 𝑃𝑃
2𝐾𝐾

𝑎𝑎+


 

 
et 𝜕𝜕𝑈𝑈2

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑄𝑄=0

= 1
𝐸𝐸𝐸𝐸
�∫ 𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴

𝜕𝜕𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕

/2
0 𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∫ 𝑀𝑀𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜕𝜕𝑀𝑀𝐷𝐷𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕

/2
0 𝑑𝑑𝑥𝑥 ′ + ∫ 𝑀𝑀𝐵𝐵𝐵𝐵

𝜕𝜕𝑀𝑀𝐵𝐵𝐵𝐵
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑎𝑎
0 𝑑𝑑𝑥𝑥″�

𝑄𝑄=0
 

 
3. Calcul des moments 

Sur AD : 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ /2 

𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) = 𝑅𝑅𝐴𝐴𝑥𝑥 =
𝑃𝑃
2
𝑥𝑥 −

𝑎𝑎𝑎𝑎


𝑥𝑥     ⇒      
𝜕𝜕𝑀𝑀AD

𝜕𝜕𝑄𝑄
= −

𝑎𝑎


𝑥𝑥 

Sur BD : 0 ≤ 𝑥𝑥 ′ ≤ /2 

𝑀𝑀𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥 ′) = 𝑅𝑅𝐵𝐵𝑥𝑥 ′ −𝑄𝑄(𝑎𝑎 + 𝑥𝑥 ′) =
𝑃𝑃
2
𝑥𝑥 ′ + 𝑄𝑄(

𝑎𝑎


𝑥𝑥 ′ − 𝑎𝑎)     ⇒      
𝜕𝜕𝑀𝑀𝐵𝐵𝐵𝐵

𝜕𝜕𝜕𝜕
=
𝑎𝑎


𝑥𝑥 ′ − 𝑎𝑎 
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Sur CB : 0 x a′′≤ ≤  

𝑀𝑀CB(𝑥𝑥″)= − 𝑄𝑄𝑥𝑥″    ⇒      
𝜕𝜕𝑀𝑀CB

𝜕𝜕𝜕𝜕
= − 𝑥𝑥″ 

 
4. Calcul de la rigidité 

 
 𝜕𝜕𝑈𝑈2

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑄𝑄=0

= 1
𝐸𝐸𝐸𝐸
�∫ − 𝑃𝑃𝑃𝑃

2𝑙𝑙
𝑥𝑥2/2

0 𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∫ �− 𝑃𝑃𝑃𝑃
2
𝑥𝑥 ′ + 𝑃𝑃𝑃𝑃

2𝑙𝑙
𝑥𝑥 ′2�/2

0 𝑑𝑑𝑥𝑥 ′� = −𝑃𝑃𝑃𝑃2

16𝐸𝐸𝐸𝐸
 

 
 𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑄𝑄=0

= 𝑃𝑃
2𝐾𝐾

𝑎𝑎+


 

 
La somme des deux expressions permet de trouver la rigidité  𝑃𝑃

2𝐾𝐾
𝑎𝑎+


− 𝑃𝑃𝑃𝑃2

16𝐸𝐸𝐸𝐸
= 0 

 
 𝐾𝐾 = 8𝐸𝐸𝐸𝐸



3 �1 + 

𝑎𝑎
� 
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Problème 2  
 

1. Introduction 

 
 
 

2. Calcul du moment de flexion et de torsion 
 

𝑀𝑀𝑓𝑓 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑    𝜕𝜕𝑀𝑀𝑓𝑓

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑅𝑅 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜑𝜑 

 
 𝑀𝑀𝑡𝑡 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑)   𝜕𝜕𝑀𝑀𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑅𝑅(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑) 

 
3. Énergie de déformation 

 

𝑈𝑈𝑀𝑀𝑓𝑓 = �
𝑀𝑀𝑓𝑓
2

2𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑑𝑑𝑑𝑑



0

 

 

𝑈𝑈𝑀𝑀𝑓𝑓𝑡𝑡 = �
𝑀𝑀𝑓𝑓𝑡𝑡
2

2𝐺𝐺𝐼𝐼𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑠𝑠



0

 

 
 

4. Le déplacement relatif des extrémités est donné par (Castigliano) : 
 

𝛿𝛿 = 1
𝐸𝐸𝐸𝐸 ∫ 𝑀𝑀𝑓𝑓

2𝜋𝜋
𝑜𝑜

𝜕𝜕𝑀𝑀𝑓𝑓

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 1

𝐺𝐺𝐼𝐼𝑝𝑝
∫ 𝑀𝑀𝑡𝑡
2𝜋𝜋
𝑜𝑜

𝜕𝜕𝑀𝑀𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 avec 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 

 
Donc :  

𝛿𝛿 =
𝑃𝑃𝑅𝑅3

𝐸𝐸𝐸𝐸
� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜙𝜙 𝑑𝑑𝜑𝜑
2𝜋𝜋

0
+
𝑃𝑃𝑅𝑅3

𝐺𝐺𝐼𝐼𝑝𝑝
� (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑)2𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2𝜋𝜋

0
𝑃𝑃𝑅𝑅3 �

𝜋𝜋
𝐸𝐸𝐸𝐸

+
2𝜋𝜋 + 𝜋𝜋
𝐺𝐺𝐼𝐼𝑝𝑝

� 

 
Avec II p 2=  (section circulaire) :  
 

𝛿𝛿 =
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑅𝑅3

𝐸𝐸𝐸𝐸
�1 +

3𝐸𝐸
2𝐺𝐺
� = 9.2 𝑚𝑚𝑚𝑚 

 
  

ϕ R P 

Castigliano 𝛿𝛿 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 
 
 
On ne considère que les moments de 
flexion et de torsion 
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Problème 3  
 

1. Introduction 

 
2. Partie verticale 

 
𝑀𝑀(𝑥𝑥) = −𝑀𝑀𝐴𝐴 − 𝐻𝐻𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑄𝑄(ℎ − 𝑥𝑥) − 𝑃𝑃 
 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= − et 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= ℎ − 𝑥𝑥 
 
Flèche 
 

𝛿𝛿𝐻𝐻 =
∂𝑈𝑈
∂𝑄𝑄

�
𝑄𝑄=0

=
1
𝐸𝐸𝐸𝐸
� 𝑀𝑀(𝑥𝑥)

∂𝑀𝑀
∂𝑄𝑄

�
𝑄𝑄=0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
ℎ

0
=
−𝑃𝑃ℎ2

2𝐸𝐸𝐸𝐸
 

 
Angle 
 
 𝛼𝛼 =  𝜕𝜕𝛿𝛿𝐻𝐻

𝜕𝜕ℎ
= −𝑃𝑃ℎ

𝐸𝐸𝐸𝐸
 

 
3. Partie horizontale 

 
𝑀𝑀(𝑥𝑥) = −𝑃𝑃𝑃𝑃 
 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝑥𝑥 et 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 
 
Flèche 
 
 𝛿𝛿𝑉𝑉 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 1

𝐸𝐸𝐸𝐸 ∫ 𝑀𝑀(𝑥𝑥) 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑ℓ

0 = 𝑃𝑃3

3𝐸𝐸𝐸𝐸
 

 
  

x 
P 

x’ 

Q = 0 

VA 

HA 

MA 

Castigliano 
 
 𝛿𝛿𝐻𝐻 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑄𝑄=0

 

 
 𝛿𝛿𝑉𝑉 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
 

 
Équilibre des forces et des moments 
 
 𝐻𝐻𝐴𝐴 = 𝑄𝑄 
 

𝑉𝑉𝐴𝐴 = 𝑃𝑃 
 
 𝑀𝑀𝐴𝐴 = 𝑃𝑃  −  𝑄𝑄 ℎ 
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4. Déformée totale 

 
5. Expression du rapport 

 
𝛿𝛿𝐻𝐻  =  𝛿𝛿𝑉𝑉 

 
𝑃𝑃ℎ2

2𝐸𝐸𝐸𝐸
= 𝑃𝑃3

3𝐸𝐸𝐸𝐸
+ 𝑃𝑃2ℎ

𝐸𝐸𝐸𝐸
  22 + 6ℎ − 3ℎ2 = 0 

     
    2𝜆𝜆2 + 6𝜆𝜆 − 3 = 0 

 
Seule la valeur positive peut être retenue, donc :  
 

𝜆𝜆 =
√15 − 3

2
≈ 0,436 

 

α 

P 
α 

δH 

P 

δV  α 
𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝑉𝑉 + |𝛼𝛼|  = 

𝑃𝑃3

3𝐸𝐸𝐸𝐸 +
𝑃𝑃2ℎ
𝐸𝐸𝐸𝐸
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